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摘 要：引力波的探测和参数估计依赖于匹配滤波技术。而匹配滤波需要大量理论计算的引力波波形，称为波

形模板。空间引力波探测器主要探测低频引力波，这些信号的持续时间长，从几天到几年不等，对理论波形的

精度要求高；同时一些低频波源的构型复杂，往往带有大偏心率和轨道进动，使得波形参数空间很大，需要的

模板数量巨大。因此对于空间引力波探测，多数波形模板在计算精度和效率上的要求要比地面引力波探测更高。

本文回顾了低频引力波的一些主要波源（超大质量双黑洞、极端质量比旋近、河内致密双星）的波形模板研究，

总结了这些模板的特点，展望了低频引力波天文学研究的未来。
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Abstract：Matched filtering is critical in the detection and parameter estimation of gravitational waves
（GWs）. The application of matched filtering requires waveform templates，which are lots of GW wave⁃
forms from theoretical calculations. Space-borne GW detectors aim at low-frequency GWs. These signals
have long timescales，ranging from several days to several years，and require theoretical waveforms with
high accuracy. Moreover，some low-frequency GW sources have complicated configurations，such as
large eccentricities and precession，which leads to a large parameter space of waveforms，and numerous
templates are required. Therefore，comparing with ground-based GW detection，space-borne GW detec⁃
tion requires more efficiency and quality for most waveform templates. In this paper，we first review some
waveform templates of primary low-frequency GW sources（supermassive binary black holes，extreme-
mass-ratio inspirals，and compact binary stars in the Galaxy）. Then we summarize the characteristics of
these templates and look into the future of the research for low-frequency GW astronomy.
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1 引 言

2016年 2月 11日，LIGO团队宣布探测到了双

黑洞并合的引力波信号［1］，开启了观测宇宙的新

窗口。截止 2019年，LIGO-Virgo团队已经公布了

10例双黑洞并合事件、一例双中子星并合事

件［2］ 。2019年 4月开始的O3观测也将探测更多的

信号，地面引力波探测已经进入“新常态”。LIGO
地面引力波探测的成功，激励中国、美国、欧盟

和日本等多个国家和地区积极开展空间引力波探

测计划，包括欧盟和美国主导的 LISA计划［3］，中

国主导的天琴［4］和太极计划［5］。欧空局于 2015年
发射了 LISA的先期验证项目，由于运行结果良

好［6］，LISA团队后续 L3项目的申请获得批准。与

此同时，为加快引力波探测和研究进程，我国主

导的天琴和太极计划也在加速筹建中。地面引力

波探测和空间引力波探测的区别在于探测频段。

LIGO等地面引力波探测器主要探测频率为数十到

数百赫兹的高频引力波，而空间引力波探测器则

探测低频引力波。如天琴计划，其引力波探测器

臂长约为 105 km，瞄准了频率在 0. 1 mHz到 1Hz的
低频引力波信号［4］。

空间引力波探测波段有非常丰富的波源，其

中主要的波源有 3类。① 超大质量、中等质量双

黑洞。② 极端或中等质量比旋近系统，极端质量

比旋近系统［7］ (extreme-mass-ratio inspirals, EMRIs)
由恒星质量致密天体(黑洞、中子星、白矮星等)绕
转超大质量黑洞(106~109 M⊙,M⊙表示一个太阳质量)
构成 ,中等质量比旋近系统[8] (intermediate-mass-ra⁃
tio inspirals, IMRIs)由恒星质量致密天体绕转中等质

量黑洞（103~105 M⊙）或中等质量黑洞绕转超大质

量黑洞组成。③ 数量巨大的河内致密双星，其轨

道周期在分钟-小时量级，随引力波辐射的演化极

其缓慢，可以看作一个单频的波源。当然，还可

能存在一些人类尚未得知、没有理论模型的波源，

有待空间引力波探测器来发现。

空间引力波探测极有可能带来物理学、天文

学的重大变革，科学意义非常重大。一方面，空

间引力波探测器可以观测到高红移下的双黑洞并

合事件，给我们提供了独特的早期宇宙观测窗口。

以天琴为例，图 1为天琴噪声及其典型引力波波源

引力波信号的功率谱密度。如图 1所示，对于双黑

洞并合的引力波信号，即使其红移达到 20，天琴

仍然能获得较高的信噪比。空间引力波探测器对

于高红移的超大、中等质量黑洞并合事件的探测，

使得我们能够对宇宙早期黑洞形成和并合的历史

进行研究。另一方面，空间引力波探测器对EMRI/
IMRI系统的观测，有助于研究超大、中等质量黑

洞及绕转致密星的性质，还可以用于检验引力理

论。在空间探测器敏感频段，EMRI和 IMRI系统演

化的时标相对较长［9］，空间引力波探测器能够对

其进行长时间观测，所以引力波信号的信噪比就

大大提高，如图 1所示，光度距离为 1Gpc的EMRI
在累积一年观测后，获得的信噪比相当可观。由

于 EMRI/IMRI引力波信号的信噪比较高，其引力

波波形能精确提取，系统的物理性质和演化过程

也就能精确了解，在这样的条件下，引力理论也

能得到较高程度的检验。

由于引力波极其微弱，引力波天文学经常采

用匹配滤波技术［10］（Matched Filtering），即利用海

量的高精度引力波“模板”来从引力波数据中挖

掘出引力波信号，同时估计波源的各项物理参数。

波形模板由引力理论计算而得到。致密双星是引

图1 天琴噪声及其典型引力波波源

引力波信号功率谱密度（PSD，Power Spectrum Density）
蓝色代表天琴噪声的PSD，天蓝色曲线为

由106 M⊙的黑洞和50 M⊙的绕转天体组成的EMRI
引力波(一年观测)的PSD，EMRI系统的光度距离为1Gpc。
红色、绿色、紫色曲线分别为红移 z为3、10、20的双黑洞

并合引力波的PSD，组成双星系统的黑洞质量均为105 M⊙
Fig. 1 The PSD (power spectrum density) of the noise

and the typical GW signal for TianQin
Blue line is the PSD of TianQin GW detector's noise.

Cyan line is the PSD of GW signals (one-year observation)
for an EMRI system, which consists of an 106 M⊙

black hole and a 50 M⊙ rotating body. Red line, green line
and purple line are PSDs of GW signals for binary black hole
with the redshifts of 3, 10, 20, respectively,and the component

black holes have the same mass of 105 M⊙
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力波探测器主要的引力波波源。目前对致密双星

引力波模板的研究也相对较多。而致密双星并合

的问题是一个二体问题。二体问题在牛顿力学下

有解析解，而广义相对论下的二体问题没有解析

解。因此人们往往对广义相对论进行近似来计算

致密双星的引力波模板。如图 2所示，目前对于致

密双星而言，计算波形模板的主要方法有 3种，即

后牛顿近似方法、数值相对论以及微扰方法，分

别适用不同情形的引力波波源系统。当双星之间

的距离比较远时，例如河内致密双星的旋近阶段，

系统是弱引力场系统，往往利用后牛顿近似方法

来计算波形模板。当双星之间的距离比较近，且

双星质量比相当时，如河内致密双星的并合阶段，

系统为极端相对论系统，一般而言后牛顿近似方

法不再适用，数值相对论方法应运而生。2005年
Pretorius［11］ 解决了数值相对论的稳定性问题后，

人们研究出了大量的双黑洞、黑洞-中子星、中子

星-中子星并合的引力波模板用于 LIGO的引力波

探测。比如由等效单体理论［12-13］（EOB， Effec⁃
tive-One-Body），一种经过数值相对论和黑洞微扰

校准的后牛顿方法，建立的时域波形模板 SEOBNR
系列［14］；以数值相对论模型为标准建立的频域唯

像模板 Phenom系列［15］ 和 IMRPhenomP系列［16-18］

等。但对于双星质量比较大的 EMRI/IMRI系统

（质量比约 103~107），目前数值相对论也无能为力。

目前有报道的大质量比双星数值相对论的最好计

算结果，仍然是 2011年给出的仅仅一周半轨道的

质量比为 1∶100的双星并合［19］。目前对于 EMRI/
IMRI系统，人们利用微扰理论来计算引力波

模板。

未来空间引力波探测对 EMRI/IMRI的引力波

模板的要求很高，无论在模板的计算精度还是在

计算效率上。如果精度不够，由于 EMRI/IMRI系

统演化的时标长，微小的模板误差会导致无法忽

略的相位误差 （dephase），从而导致信号提取失

败［20-21］。EMRI / IMRI系统的轨道往往带有大偏心

率和轨道倾角，绕转天体在强引力区域绕转中心

黑洞约几千到几十万个周期。因此对模板数量的

需求激增。Gair等［20］针对LISA项目做过估计，即

使在圆轨道等理想化条件的假设下，EMRI的模板

数量也高达 1040个。因此模板计算效率不够就无法

适应空间引力波数据的处理。目前数值方法一般

用作参考样本，校准或者构建更加高效的波形生

成方法。未来空间引力波探测仍需要更高精度、

更高效率的引力波模板计算方法。本文将就超大

质量双黑洞、EMRI以及河内致密双星的引力波模

板做详细介绍。主要内容安排如下，在第二节，

我们将讨论超大质量双黑洞的引力波波形模板，

第三节主要讨论EMRI的波形模板，在第四节讨论

致密双星的波形模板。最后一节我们进行总结。

2 超大质量双黑洞

超大质量双黑洞 （105~109 M⊙） 是空间引力

波探测器的重要波源之一。超大质量黑洞普遍存

在于星系的中心，两个星系中心的黑洞相互绕转

可以经过漫长的时间。假定两个黑洞质量分别为

m1和m2，总质量为M， 当两者相互绕转的频率为

ωorbit，其辐射的引力波频率为 f0 = 2ωorbit，那么从 f0
到达黑洞并合前的绕转时间约为 （由二阶后牛顿

计算得出）［22］

Tchirp = 5
256η

GM
c3 {ν-8 + ( 743252 + 113 η) υ-6 - 325 πυ-5

+( 3058673508032 +
5429
504 η +

617
72 η2) υ-4}， ( )1

其中

υ = (GMc3 πf0)
1/3
. ( )2

双黑洞相互绕转辐射引力波的最大频率一般

认为最内稳定圆轨道 （Innermost stable circular or⁃
bit， ISCO）下的频率。如不考虑黑洞的自旋，则

其 ISCO轨道半径为

r ISCO = 6GMc2 ， ( )3
对应频率为

fISCO = c3

6 6 πGM， ( )4
其中G为万有引力常数，c为光速，M为黑洞质量。

图 3展示了 SEOBNR波形模板［14］下不同质量的超

图2 根据系统的质量比、距离远近，适用的计算方法不同

Fig. 2 The applicable calculation methods are different
for systems with different mass ratios and distances
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大质量双黑洞发出的引力波在探测阶段 （引力波

频率从 10-3Hz起至最终并合） 持续的时长及双黑

洞并合时的引力波频率，可见其时标从 103~106s不
等，并合频率也位于空间引力波探测器的敏感

波段。

与 LIGO目前探测到的多数引力波源类似，超

大质量双黑洞也属于相当质量比的致密双星。一

般而言，对于相当质量比的致密双星，不考虑自

旋时，其引力波的时域 （time-domain）波形可以

简单描述为

h+ (t) = 4D (GMc2 )
5/3

(πfc )
2/3 1 + cos2 ι

2 cosΦ (t)，

h× ( )t = 4D ( )GM
c2

5/3

( )πf
c

2/3
cos2 ι sinΦ ( )t ，

( )5

其中

M= (m1m2)
3/5 / (m1 + m2)

1/5

为啁啾质量 （chirp mass），D为波源的光度距离，

ι是致密天体角动量方向与视线方向的夹角。频域

（frequency-domain） 下的引力波波形可以简单描

述为［22］

h͂ (f) = -( 5π24 )
1/2

(GMc3 ) ( )GM
c2Deff ( )GM

c3
πf

-7/6
e iΨ ( )f . ( )6

通过稳相位近似 （stationary phase approxima⁃
tion）得到的相位 Ψ (f)为

Ψ (f) = 2πft0 - 2ϕ0 - π/4
+ 3
128η

é

ë
êυ-5 + ( )3715

756 + 559 η υ-3 - 16πυ-2

+( 15293365508032 + 27145504 η + 308572 η2) υ-1ùûú，
( )7

有效距离Deff （effective distance）为

Deff=D é
ë
êê( 1+cos2 ι2 )

2
F 2+ (α，δ，ψ)+cos2 ι F 2× (α，δ，ψ)

ù

û
úú

-1/2

，

( )8
其中 η = m1m2 / (m1 + m2)

2
，F+，F× 分别为引力波探

测器对引力波 +，×偏振的响应函数，相应函数取

决于波源的空间位置 （α，δ） 和偏振角ψ。而探测

器实际测量到的引力波信号为

h = F+ (α，δ，ψ) h+ + F× (α，δ，ψ) h×. ( )9
以上简单介绍了致密双星在旋近 （inspiral）

阶段的二阶后牛顿近似下的引力波波形，更高阶

后牛顿波形已经有很多的计算，不同后牛顿波形

的比较可以参考Buonanno等［23］的工作。对致密双

星所产生的引力波信号，其并合（merger）和铃宕

（ringdown） 阶段对数据的分析也有重要意义，在

这两个阶段，数值相对论波形计算耗时，后牛顿

近似下的波形又不精确，不能满足对于引力波数

据分析的需要，所以就需要建立生成波形与实际

波形比较吻合，且生成波形效率高的替代方案。

图3 不同质量超大质量双黑洞的引力波的探测阶段（引力波频率从10-3Hz起至最终并合）

持续的时长及双黑洞并合时的引力波频率（使用SEOBNR模板估计得到）

Fig. 3 The timespans of detection stage(from fGW = 10-3Hz to merge)and merge frequencies of
gravitational waves of binary black holes in different masses (Estimated by SEOBNR templates)
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目前有两种主要途径建立包含旋近、并合、铃宕

（inspiral-merger-ringdown，IMR） 3个阶段的致密

双星引力波波形［24］。

方案一，通过有效单体方法来建立引力波波

形，最早由Buonanno和Damour引入［12-13］。EOB将

后牛顿的结果推广到强引力场范畴，并使用半解

析的方式描述并合和铃宕阶段。将致密双星的后

牛顿动力学图像映射成一个测试粒子在一个变形

的Kerr度规下绕转的过程，Kerr度规形变的大小取

决于双星的对称质量比 ν（symmetric mass ratio，ν =
m1m2 / (m1 + m2)

2
）。使用重求和后牛顿形式，可构

造旋近和速降阶段的波形［25-27］。为了改进与数值

相对论波形的匹配度，EOB哈密顿量中加入了高

阶后牛顿项来进行调节。同时也加入了一些附加

项，以此来改进并合阶段的波形。铃宕阶段的信

号则使用并合后致密天体的准正规模（quasi-nor⁃
mal mode，QNM） 的线性叠加来描述［28-29］。现有

EOB模型依赖于数值相对论的模拟结果［30-36］来建

立可靠的波形。目前 EOB已经发展出不含自旋的

波形［30，37］，自旋与轨道角动量平行的波形［38-40］，

及带有进动的波形［41］。这几种不同的波形的主要

区别在与所考虑的后牛顿项和校准时所使用的数

值相对论波形不同。

方案二，利用唯象方法 （phenomenological ap⁃
proach）建立波形，这种方法专注于快速构建频域

的引力波波形，服务于引力波数据分析。唯象模

型最先在 Ajith等和 Pan等［42-43］ 的工作中被引入，

其用于描述无自旋的波形。它基于 IMR引力波信

号在频域振幅和相位的唯象拟设，通常是将旋近

部分进行推延。推延的方程形式依赖于数值相对

论的模拟结果，有一系列自由参数可供调节，以

期优化所产生波形与数值相对论波形的匹配度。

频域唯象波形可被写为［42］

u (f) ≡ Aeff (f) eiΨeff ( )f， ( )10
其中Aeff (f) 是频域振幅，可以用一系列振幅参数

α = { fmerg，fring，fcut，σ }来表示为

Aeff (f) ≡
ì

í

î

ï
ï
ï
ï

( )f/fmerg -7/6
， f < fmerg，

( )f/fmerg -2/3
， fmerg ≤ f < fring，

wL ( )f，fring，σ ，fring ≤ f < fcut，
( )11

其中

L (f，fring，σ) = ( 12π ) σ

( )f - fring 2 + σ2 /4 ( )12

表示Lorentzian函数以 fring 为中心，以σ为宽度。归

一化常数w用来调节Aeff (f)在 fring的连续性。fcut 为

波形的截止频率，fmerg 是指数关系从 f -7/6 到 f -2/3 的

频率。波形的有效相位 （effective phase） Ψeff (f)
被表述为频率 f的指数展开，

Ψeff (f) = 2πft0 + ϕ0 + ψ0 f -5/3 + ψ2 f -1
+ψ3 f -2/3 + ψ4 f -1/3 + ψ6 f 1/3， ( )13

其中 t0 是到达时间， ϕ0 是频域相位偏置， β =
{ ψ0，ψ2，ψ3，ψ4，ψ6}是一系列描述相位的唯象参数，

被称为相位参数（phase parameters）。唯象模型已

发展出无自旋及自旋与轨道角动量平行的波

形［17-18， 42-45］。对于带进动的波形，由于数值相对论

缺少相应的波形，因此目前很难实现对其的直接

唯象拟设。一种可能的解决方式是把与轨道角动

量平行的自旋随时间变换到进动轨道平面，以此

产生带进动的波形［16， 46-47］。

值得注意的是，通过这两种方式计算引力波

波形时，对致密双星的质量比有一定限制，例如

Taracchini等［14］发展的 EOB波形可通过质量比在

1~8的数值相对论波形 SXS∶BBH∶305 [48]进行校准，

超出这个质量比范围，波形的准确度将变差。

3 极端质量比旋近

极端质量比旋近系统(extreme-mass-ratio inspi⁃
rals,EMRIs)是指致密双星质量比超过 104，并随着

引力辐射平均轨道半径逐渐衰减的系统，是引力

波天文学中一类很重要的源， 术语极端质量比旋

近有时也用来指代质量较小的绕转天体的轨道［8］。

EMRI产生的mHz波段的引力波可以利用空间引力

波探测器进行探测。而这样的引力波源很有可能

位于星系中心。大量观测表明在大多数星系的中

心可能存在超大质量黑洞（106~109 M⊙），其周围

10 光 年 分 布 有 107~108 颗 星 组 成 的 星 系 核

（nucleus）［49］。超大质量黑洞周围天体的轨道不断

受到星系核内引力的作用，不断改变着轨道。当

一个天体 （如恒星级黑洞、中子星或白矮星） 十

分靠近中心超大质量黑洞时，引力辐射反作用在

绕转天体的轨道改正中占主导作用， 显著地影响

了该绕转天体的轨道，在一定条件下就会形成一

个EMRI系统［8，49］。所以绕转天体不太可能是一个

大质量恒星，因为它会被中心大质量黑洞的潮汐

力所撕碎［49］。而如果绕转天体太过靠近，它就会

直接掉入中心大质量黑洞的事件视界，这会激起

一个短时的剧烈的引力波暴，但很难被当前规划
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的空间引力波探测器所探测到［8］。所以EMRI的形

成，需要绕转天体在太过接近或太过远离中心大

质量黑洞之间取得平衡。根据目前的估计［8］，一

个质量为 106M⊙的大质量黑洞，每 106~108年会形

成一个EMRI系统。所以在银河系中不太可能观测

到这样的系统。然而空间引力波探测器能够在宇

宙尺度上探测EMRI事件，并预计能达到每年探测

到数十到数千个引力波事件的探测率［8］。大多数

EMRI在形成之初往往具有非常大的偏心率 (e >
0.99)，此时亦可能产生可探测的引力波，即当绕

转天体通过近点时，引力波强度相对较大，形成

一个短的引力波脉冲，即所谓极端质量比爆发［50］

（extreme mass ratio bursts）。随着引力波不断辐射，

EMRI的轨道半径不断缩小，轨道偏心率也逐渐降

低，因此引力波强度、频率也逐渐变大，当其产

生的引力波到达空间引力波探测器的敏感波段时，

离心率通常在0. 7左右［8］。

EMRI信号中蕴藏着大量的天体物理信息。由

于 EMRI演化得相对较慢，在进入可探测阶段后，

绕转天体还需要绕转许多（约 104）圈才能完成并

合［7］。因此超大质量黑洞周围精确的时空几何信

息就隐藏在EMRI系统辐射的引力波之中［51］。所以

对EMRI信号的观测，可以在较强引力场下对广义

相对论的预测进行高精度的检验［52］。此外，对

EMRI系统的观测可以估计系统的一系列参数［53］，

包括中心黑洞的质量、角动量和四级矩，以及绕

转天体的质量，绕转天体轨道的偏心率和轨道倾

角等，可用于探讨中心黑洞的性质［8］。

以上科学目标实现的前提是，在空间引力波

探测器的数据中识别出EMRI的引力波信号。对于

EMRI，绕转天体相对于中心超大质量黑洞的赤道

面同时具有轨道倾角和轨道偏心率，使得其产生

的引力波是 3种基准频率的复杂叠加。要在空间引

力波探测器的数据中，搜寻依赖于 14个不同的参

数和 105次周期的海量波形并不容易［54］。为此 LI⁃
SA曾经组织过数次数据挑战赛来探讨对空间引力

波探测器进行数据分析的可行性［55-59］。通过实践

证明，在给定较窄的先验值的情况下，识别单个

EMRI的引力波信号是可行的［57-60］。而成功的方法

主要利用蒙特卡洛-马尔可夫技术随机搜索参数空

间，寻找最合适的参数值［54］。

对于EMRI引力波的数据处理需构建引力波模

板库，并且要兼顾精确度和速度，以在探测器噪

声中迅速识别引力波信号。而高精度的模板则需

要对EMRI系统进行精确地建模。用解析方法求解

广义相对论下的运动方程是很困难的， 实际的求

解过程往往利用了近似。致密绕转天体的质量相

对中心大质量黑洞要小很多，在一定条件下，其

产生的引力场可以忽略，可以用扰动的方式处

理［61］。如图 2所示，当绕转天体离中心黑洞较远

时，在致密双星的建模中经常使用后牛顿近似的

方法，这种方法将运动方程按照 v/c进行展开，在

弱场、低速情形下是一种很好的近似。后牛顿方

法对于相当质量比的致密双星，直到其并合前轨

道的最后几个周期都是适用的。但对于EMRI，其

并合前的多数轨道周期都不适用后牛顿方法［8］。

另一种方法是数值求解广义相对论计算出运动方

程，由于引力理论的非线性，这种方法较为困难

且计算消耗较大，相当质量比的致密双星其演化

末期周期数较少适合用这种方法，但EMRI需要精

确求解的大量周期使得这种方法在计算方面相当

昂贵，不适合产生大量的引力波波形［8］。

EMRI建模的另外的一种方法是基于中心大质

量黑洞的引力场的微扰理论。EMRI由于其质量比

较大，可以将运动方程按质量比的倒数进行展开。

在最终求得的运动方程解中，零阶项即超大质量

黑洞形成的克尔时空下的测地线，而由于绕转天

体有限的质量而产生的修正，则可以按照阶数次

序依次引入，可以视作对绕转天体的一种等效力，

即引力自力［8］。在本世纪，对于EMRI的引力自力

方面的研究取得了许多进展。目前的数值方法可

以计算史瓦西黑洞周围任意轨道的引力自力［62］。

在计算旋转的克尔黑洞周围的引力自力方面也取

得了一些进展［63］。但为了在超过 105次周期中精确

追踪相位，引力模板要求计算展开到二阶的引力

自力。虽然已有理论计算已经给出结果［64］，但目

前还没有在引力波波形模板中得到应用。

目前，国内外有一些研究团队能够对大质量

比旋近双星 （EMRI/IMRI） 进行高精度数值模拟。

主要有美国麻省理工学院的Hughes团队、马塞诸

塞大学的Khanna团队、德国耶拿大学的研究组以

及日本的数个研究团队 （如 Tagoshi、Fujita等）。

国内目前主要有中国科学院上海天文台的研究人

员开展了系列研究工作，完整建立了进行黑洞微

扰数值计算的软件，能对大质量比旋近系统的动

力学和引力波进行高精度数值模拟。在计算波形

模板方面目前已有较为精确的基于 Teukolsky方程

的方法［65-69］， 通过求解 Teukolsky方程［70］来得到
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引力波波形。这种方法基于频域分解，并已得到

一定发展［66-68，71］。一个总质量为M的带有偏心率

的EMRI，若其光度距离为 R， 极角为Θ，方位角

为 Φ那么该系统产生的引力波其波形可以写作

（在几何单位制G = c = 1下）

h+ - ih× = 2R∑lmk Z
H
lmk

ω2
mk

-2Saωlmk (Θ) e-iϕmk + imΦ， ( )14
其中 l，m，k 是谐波数，ϕmk = ∫ωmk (t)dt，-2Saωlmk (Θ) 表
示自旋加权的球谐系数，其依赖于极角Θ（观测者

视线方向和波源系统角动量之间的夹角）， ZH
lmk 通

过求解径向 Teukolsky方程得到，表示每一个模的

振幅。ωmk形式为

ωmk = mΩϕ + kΩr， ( )15
这里 Ωr and Ωϕ分别表示 r和ϕ方向的轨道频率，可

通过EOB动力学计算得到［68，71-72］。

但基于 Teukolsky方法的波形模板相对而言计

算消耗依然比较大，不适用于引力波搜寻。一些

近似方法，比如Analytic Kludge（AK）［53］， Numer⁃
ical Kludge（NK）［73］， 使得计算得到大量相对精确

的波形变得可行。其中AK模型［53］基于开普勒轨

道的四极辐射［74］，并在其之上强加了一些相对论

效应如近心点和轨道平面的进动，并考虑了引力

辐射反作用下轨道参数的演化。优点是生成波形

的速度快，但是它和EMRI的引力波波形匹配得并

不是特别好，并不适用于空间引力波探测器的数

据分析［54］。NK模型基于精确的克尔黑洞测地线来

构建EMRI的轨道，其参数演化是基于后牛顿展开

并拟合到微扰理论的计算之中［75］。通过将克尔时

空的 Boyer-Lindquist坐标转换为平坦空间的球坐

标，最终计算出轨道及其对应的波形。NK模型［73］

生成的波形与基于 Teukolsky方程的模型［76-77］生成

的波形之间的匹配得很好，并且能够很容易地引

入额外的物理效应，比如演化的保守改正［78］或者

对作用在轨道上的力的改正［79-80］。但 NK模型比

AK模型计算消耗更大［54］。而后来又有人提出了

augmented analytic kludge［54，81］，即 AAK模型，其

将AK模型的参数来映射NK波形的频率，利用NK
模型的信息提高了 AK模型的精确度，但保留了

AK模型计算效率高的优点。AAK模型比AK模型

更接近真实的物理信号，提升了在空间引力波数

据中提取引力波信号的敏感度和精确度，为接下

来利用微扰波形模板对提取出的信号进行更精确

的参数估计铺平了道路［54］。

目前一般假设中心大质量黑洞产生的时空满

足克尔度规，而在非克尔框架下EMRI的波形模板

方面，基于 Teukolsky方程的 XSPEG模型［82］对此

做了一些尝试，该模型使用了一种参数化的轴对

称黑洞度规框架［83］ （以下称 KRZ度规），其形

式为

ds2 = -N 2 ( )r͂，θ - W 2 ( )r͂，θ sin2 θ
K 2 ( )r͂，θ

dt2
-2W ( r͂，θ) r͂ sin2 θdtdϕ + K 2 ( r͂，θ) r͂2 sin2θdϕ2
+Σ ( r͂，θ) ( B2 ( )r͂，θ

r͂2N 2 ( )r͂，θ
dr͂2 + dθ2)， ( )16

这 里 r͂ = r/M，a͂ = a/M， Σ = r2 + a2 cos2 θ， 同 时

K ( r͂，θ)，N ( r͂，θ)，W ( r͂，θ)，B ( r͂，θ)可展开成 cos θ的幂

级数

N 2 = (1 - r0 /r͂)[ 1 - ϵ0r0 /r͂ + (k00 - ϵ0) r20 /r͂2
+δ1r30 /r͂3 ] + { a20r30 /r͂3 + a21r40 /r͂4 + k21r30 /r͂3

∙é
ë

ê
ê1 +

k22 ( )1 - r0 /r͂
1 + k23 ( )1 - r0 /r͂

ù

û

ú
ú

-1

}cos2 θ， ( )17

B = 1 + δ4r20 /r͂2 + δ5r20 cos2 θ/r͂2， ( )18
W = [w00r20 /r͂2 + δ2r30 /r͂3 + δ3r30 /r͂3 cos2 θ ] /Σ， ( )19
K 2 = 1 + aW/r + { k00r20 /r͂2 + k21r30 /r͂3

∙é
ë

ê
ê1 +

k22 ( )1 - r0 /r͂
1 + k23 ( )1 - r0 /r͂

ù

û

ú
ú

-1

cos2 θ } /Σ，( )20

其中

r0 = 1 + 1 - a͂2， a20 = 2a͂2 /r30，
a21 = - a͂4 /r40 + δ6，ϵ0 = ( )2 - r0 /r0，
k00 = a͂2 /r20， k21 = a͂4 /r40 - 2a͂2 /r30 - δ6，
w00 = 2a͂/r20， k22 = - a͂2 /r20 + δ7，
k23 = a͂2 /r20 + δ8.

（21）

形变参数 δi (i = 1，2，…，8)控制了KRZ度规与克尔

度规的差异，当 δi (i = 1，2，…，8) = 0时，KRZ度

规就退化到了克尔度规。XSPEG模型对基于 Teu⁃
kolsky方程的引力波波形模板进行了修正，得到了

非克尔框架下的引力波波形。并发现在大多数情

况下，非克尔的引力波波形可以通过调整克尔框

架下波形的参数来模拟，但只要考虑轨道演化，

在实际的引力波数据分析中可很容易辨别出非克

尔的引力波。

综上，EMRI系统是空间引力波探测器的重要

引力波源。但要识别出EMRI的引力波信号，需要

精度好、计算效率高的波形模板。现有模型很多
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没有考虑绕转天体的自旋和多极矩、在大偏心率

轨道下精度也不够高，同时计算效率比较低。EM⁃
RI建模中的一些其他特性如瞬态谐振［84-85］ 也仍待

研究。这些问题都需要得到解决，以适应未来的

空间引力波探测。

4 河内致密双星

银河系中有着数量极其庞大的致密双星系统，

这些河内致密双星主要由白矮星组成，但也包括

中子星和恒星级黑洞。河内致密双星的轨道周期

如果在数分钟到数小时，则它们发出的引力波恰

好落在空间引力波探测器的敏感波段。由于此时

双星相距较远，轨道因为引力辐射造成的衰减非

常缓慢，因此会发出连续且接近单频的引力波信

号［86］（见图 4）。通过引力波信号，可以高精度地

测量双星的轨道周期，即Porb = 2/fGW。辐射高频引

力波的河内致密双星通常比辐射低频引力波的河

内致密双星的信号更强，自然更容易被识别和参

数估计。河内致密双星的数量很多，大量较弱的

致密双星的引力波，有可能掩盖或者干扰其他的

波源，成为引力波背景辐射。目前已经确认一些

双白矮星系统，未来可对它们进行引力波和电磁

波的多信使观测。LISA估计能探测到约 25 000个
河内致密双星［6］。

不过，长期来看，致密双星的轨道频率还是

缓慢变化的，仍然是一个旋近系统。双星在每个

频段停留的时间不同。 若已知轨道相位 ϕ，则可

以估算出在频率 f处产生的周期数为

Ncycles = f
2π

dϕ
df =

f 2

f ̇ ， (22)
这里变量上面的点表示对时间求导，其中 ϕ̇ = 2πf。
信噪比 （Signal to Noise Ratio， SNR） 的平方和周

期数Ncycles成正比，这样大致有特征应变（Charac⁃
teristic strain） hc (f) ≈ Ncycles | h͂ (f) |。这里 h͂ (f)是引

力波时域信号 h (t)的傅立叶变换，即频域下的引力

波 信 号 。 假 设 最 简 单 的 情 况 ， h (t) =
2 h0 cos[ϕ (t) ]，其中h0是一个常数振幅，则有

hc (f) = 2f 2
f ̇ h0. ( )23

空间探测器对双星系统一年的观测大致有

hc (f) = 5 × 10-21 ( f
10-3Hz )

-2/3
. ( )24

在实际情况下，双星系统的时域波形可能更

复杂一些，其频率和振幅都在随时间变化，根据

Peters的经典工作［87］，我们有

h+ (t)=A cos é
ë
ê2π (f + 12 ft) t+ϕD (t)+ϕ0

ù

û
ú éë
1+(L̂ ⋅ n̂) 2ùû，

( )25
h× (t)=-2A sin é

ë
ê2π (f + 12 fṫ) t+ϕD (t)+ϕ0

ù

û
ú (L̂ ⋅ n̂)，( )26

其中 L̂表示双星轨道角动量的单位方向矢量，n̂表
示观测者视线方向的单位矢量。频率对时间的导

数，可以从一阶后牛顿近似得到

f ̇ = 965 π8/3 f 11/3M5/3， ( )27
这里的M是系统的啁啾质量。而引力波的振幅为

A = 5
96π2

f ̇
f 3D

. ( )28
ϕ0是一个积分常数，而ϕD (t)是空间引力波探

测器围绕太阳或者地球运转产生的多普勒相位

调制

图4 致密双星系统辐射的单频引力波信号

Fig. 4 Single frequency gravitational wave signal radiated by compact binary system
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ϕD (t) = 2πfR sin θS cos[-ϕ (t) - ϕS ]， ( )29
其中R是探测器距离太阳的距离，(θS，ϕS)是源的赤

经赤纬，-ϕ (t)是探测器的轨道相位。这样，对于一

个致密双星系统，忽略它们的自旋和质量多极矩，

我们只需要 8 个参数就可以描述其波形，即

(A，f，f，̇ϕ0，θS，ϕS，θL，ϕL)。。

5 总 结

空间引力波探测器主要探测低频引力波，是

探测高频引力波的地面引力波探测器的重要补充。

我国正在积极推进空间引力波探测计划，力争在

空间引力波探测领域占据一席之地。空间引力波

探测的波源非常丰富，有星系尺度的超大质量双

黑洞，EMRI/IMRI，也有恒星尺度的河内致密双

星。其中，超大质量双黑洞的引力波信号，往往

信噪比非常高，其识别可能并不需要引力波模板，

但参数估计仍然需要模板才能进行。EMRI/IMRI、
河内致密双星则是属于比较弱的波源，虽然通过

长时间观测可以积累不错的信噪比，但其信号较

弱，可能掩盖在噪声中，必须依赖匹配滤波技术

与大量的波形模板进行比对，才能挖掘出引力波

信号并给出参数估计。超大质量双黑洞、河内致

密双星的引力波波形模板，相对而言较为成熟。

而EMRI/IMRI的波形模板至今为止仍然不太成熟，

而其参数空间又特别大，所需波形模板的数量也

极其巨大，模板精度和计算效率的要求比较高。

未来可能的发展方向是，以精确的数值波形模板

校准高效率的唯像波形模板，最终得到适用于EM⁃
RI/IMRI引力波探测的波形模板。
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